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Introdução 


O surgimento do conceito de anéis de grupo foi de uma forma implícita no 
artigo de A. Cayley [7], que é considerado o primeiro trabalho na teoria abstrata 
de grupos. Em 1897, T. Molin explicitou esse conceito. No ano de 1947, na 
conferência de Álgebra de Michigan, R.M. Thrall formulou o seguinte problema: 

Problema do Isomorfismo: Dados um grupo G e um corpo K, 
determinar todos os grupos H , tais que KG = KH. 

Na mesma época, S. Per lis e G. Walker reformulou este problema da seguinte 
maneira: 

Dados dois grupos finitos de mesma ordem n, determinar quais corpos 
K. tem-se KG = KH. 

O trabalho desenvolvido pelos mesmos, mostrou que para grupos abelianos fini¬ 
tos os quais a característica do corpo não divide a ordem do grupo, a resposta é 
sempre positiva neste caso. Todavia, Mazur pensou no problema do Isomorfismo 
de forma mais geral; a saber, será que a existência de um isomorfismo entre as 
.R-algebras RG e RH implicará na existência de um isomorfismo entre os grupos 
G e Hl Para anéis de grupo inteiro de grupos abelianos finitos, está questão foi 
respondida aproximadamente em 1940, por G. Higman. 

Hertwerck deu um contra-exemplo para esta conjectura para anéis de gupos fini¬ 
tos. Mas o desáfio de saber para quais classes de grupos esta conjectura é válida 
continuou sendo de interesse para os matemáticos. Desta forma, Roggenkamp 
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e Scott responderam esta questão para anéis de grupo inteiro de grupos nilpo- 
tentes finitos, e Wchitcomb para anéis de grupos inteiros de grupos metabelianos. 
Todavia, para grupos infinitos ainda pouco se sabe; e nem mesmo se a classe 
de nilpotência é preservada. Mas sabemos que para anéis de grupo inteiro de 
grupos abelianos finitamente gerados esta conjectura é válida, que é: 

Sejam G e H grupos abelianos finitamente gerados então 

ZG ~ZH => G ~ H. (1) 

No capítulo 1, apresentaremos os resultados básicos de anéis de grupo, ideais 
de aumento e semisimplicidade, que serão utilizados nos capítulos posteriores. 
Finalizaremos o mesmo enunciando alguns teoremas, os quais omitiremos as 
demonstrações. 

No capítulo 2, utilizando o Teorema de Glauberman provaremos que se G é 
um grupo nilpotente de classe dois, qualquer automorfismo de ZG é composto 
de um automorfismo interno por uma unidade adequada de QG, a álgebra de 
grupo de G com coeficientes racionais. 

No capítulo 3, primeiro caracterizaremos as unidades de ordem finita de um 
grupo abeliano finitamente gerado e depois provaremos o resultado (1). 

No último capítulo, construiremos um isomorfismo de anéis de grupos inteiro de 
grupos finitos que preserva o reticulado de subgrupos normais. 

No presente trabalho, baseado no artigo [9], estudaremos o conceito de anéis de 
grupo, onde o anel em questão será o anel dos Inteiros, que recebe o nome de 

Anel de Grupo Inteiro. 
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Capítulo 1 
Preliminares 


1.1 Anéis de grupo 

Seja G um grupo (não nessessariamente finito) e R um anel com unidade. O 
nosso objetivo é construir um A-módulo, tendo os elementos de G como base, e 
então usar as operações de G e de R para definir uma estrutura de anel. Assim, 
denotaremos por RG o conjunto de todas as combinações lineares da forma 
a = J2 ge c a g9i onde a g G R e a g = 0 quase sempre, isto é, somente um número 
finito de coeficientes são diferentes de 0 em cada uma dessas somas. 

Definição 1.1. Dado um elemento a = J2 g £G a g9 e AG, definimos o suporte 
de a como sendo o subconjunto dos elementos de G que aparecem efetivamente 
em a, que é: 

Observação 1.2. . 

1. Usaremos a seguinte notação: supp(a) = {g G G : a g 0}. 

2. Segue da definição que: dados dois elementos a e (3 de RG, isto é, a = 
Z gGG * 9 9 e P — J2 g £G@99’ t emos Q ue a = (3 se e somente se a g = (3 g , 
V.9 e G. 
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Definição 1.3. Dado dois elementos a = J2 g £G a g9 e P = J2 g ecPg9 em RG 
definimos soma por: 


o: (3 


Z a ^) + (z#^) =z 

,g£G J \g&G J g&G 


(Otg + Pg)g- 


Definição 1.4. Dado dois elementos a = J2 g eG a g9 e P = J2 g £cPg9 em RG 
definimos produto por: 


a (3 


(z&») = Z 

qÇlG ) \g£G J g,h£G 


OigPhQh. 


Observação 1.5. 


1. Se c v = J2 g h=v a gPg> en tõo reordenando os termos na expressão acima, 
temos o produto a/3 como: a(3 = J2 v &g c ^ v - 

2. Com as operações definidas anteriormente, é podemos verificar que RG é 
um anel com unidade; a saber, o elemento 1= J2 g çG u g9’ on de 0 coeficiente 
correspondente ao elemento unidade do grupo é igual a 1 eu g = 0 para todos 
9 £ G, g 1. 

Definição 1.6. Dado um a = J2 g ec a g9 e RG podemos definir o produto de a 
por Agí? como 

Ao = A í Z«9^ ) = Z( Aa s)^ 

VgeG / g&G 

Novamente, é podemos verificar que RG é um A-módulo. E temos que se R é 
comutativo com unidade, segue que RG é uma álgebra sobre R. 

Definição 1.7. 0 conjunto RG, com as operações definidas anteriormente, é 
chamado anel de grupo de G sobre R. No caso em que R é comutativo RG é 
chamado a álgebra de grupo de G sobre R. 

Agora, definimos a seguinte aplicação 

£ : RG —■> R 

'^ J a g9 1 * a g- 

g&G geG 
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Observe que a aplicação definida acima é um homomorfismo de anéis. O que 
motiva a seguinte definição: 


Definição 1.8. . 

1. O homomorfismo e, com definido acima é chamado de aplicação de aumento 
de RG. 

2. O núcleo de e é chamado de ideal de aumento de RG, que denotamos por 

A (G). 

A definição acima desempenha um papel central nessa dissertação. E estes ideais 
de aumento serão caracterizados na seção 2.2. 

Observação 1.9. . 

1. Dados a = ^ geG a g g e A (G), temos £Ç£ igeG a g9) = Y, g& G a 9 = Assim, 
podemos escrever a na forma: 

a = y] oi g g — oi g = y a g(g— i)- 

g&G geG g£G 

2. Os elementos da forma g — 1 e A(G), onde g G G. Assim, Ç — {g — 1 : 
g £ G,g 1} é um conjunto de geradores de A (G) sobre R. 

3. O conunto Q é linearmente independente, pois os elementos de Q são lin¬ 
earmente indendentes. 

Proposição 1.10. O conjunto Q é uma base de A (G) sobre R. 

Demonstração. Segue da observação anterior. □ 

Assuma que somente uma quantidade finita de elementos a g são diferentes de 
zero, então pela proposição anterior, temos: 

A (G) = < a g (g — 1) : gEG,g=fil,a g ER 
l 96G 

Em particular, se R é anel comutativo e G é um grupo finito, então A (G) é um 
A-módulo livre de posto \G\ — 1. 
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Proposição 1.11. Seja R um anel comutativo. A aplicação * : RG —» RG 
definida por 



satisfaz as seguintes propriedades: 

(i) (o + /3)* = cy* + (3*, 

(ii) (ap)* = P*a*, 

(iii) a** = a, e 

(iv) (Ao)* = A a*. 

Demonstração. É imediata □ 

O resultado anterior, mostra que dado um anel de grupo sobre um anel comu¬ 
tativo RG, sempre podemos considerar RG um anel de evolução. 

1.2 Ideais de Aumento 

Dado um grupo G e um anel R , vamos denotar por S(G) o conjunto de todos 
os subgrupos de G. 

Definição 1.12. Para um subgrupo H e S{G), denotaremos por A r(G,H) o 
ideal de RG gerado pelo conjunto {h — 1 : h e H}. Isto é, 

A R (G,H) = lJ2 CXh(,h — 1) • Oíh G RG}. 

heH 

Por simpicidade, omitiremos o índice R quando não houver dúvidas quanto ao 
anel R, e denotaremos o ideal simplismente por A (G,H). 

Observação 1.13. Tomando H = G na definição anterior vemos claramente 
que A (G,G) coincide com o ideal A(G) introduzido na seção anterior. 
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Lema 1.14. Seja H um subgrupo de G e seja S um conjunto de geradores de 
H. Então, o conjunto { s — 1 : s E S} é um conjunto de geradores de A (G, H ) 
como um ideal à esquerda de RG. 

Demonstração. Ver [8, Pag, 135]. □ 

Nosso objetivo é dar uma melhor descrição de A(G,H), então vamos denotar 
por T = {qi}i£i um conjunto completo dos representantes das classes à esquerda 
de H em G, que é chamado transversal de H em G. Como um representante de 
H em T estamos escolhendo precisamente o elemento identidade de G. Portanto 
todo elemento g E G pode ser escrito de forma única como g = q. L hj com E T 
e hj E H. 

Proposição 1.15. O conjunto Bh = {q(h — 1) : q E T, h E H, h ^ 1} é uma 
base de A r(G, H) sobre R. 

Demonstração. Primeiro, mostraremos que Bh é linearmente independente so¬ 
bre R. Assuma que temos uma combinação linear nula, isto é, 

y^JijQijhj 1) = 0, r.ij E R. 

Então, podemos escrever: 

Y1 r v* h i = ü r ó ) 'ti- 

Como hj jtz 1 para todos os valores de j, segue que os membros na equação acima 
tem suportes disjuntos. E como os elementos de G são linearmente independentes 
sobre R , segue facilmente que todos os coeficientes devem ser 0. Em particular, 
r t j = 0, para todo i,j. Agora, para mostrar que Bh gera A r(G,H) é suficiente 
provar que todo elemento da forma g(h — 1), com g E G, h E H, pode ser escrito 
como uma combinação linear dos elementos de Bh- Agora, g = q t h 3 para algum 
Çi E T e algum hj E H. Então 

g(h - 1) = qihj(h - 1) = qi(hjh - 1) - q^hj - 1). 

□ 
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Agora, daremos uma outra interpretação para A (G,H) onde H é um subgrupo 
normal de G. Se H < G, então o homomorfismo canônico w : G —> G/H pode 
ser extendido para um epimorfismo w* : RG —> R{G/H) tal que 



Denotaremos por Ker{w*) o núcleo de w*. 

Proposição 1.16. Com a notação acima, Ker ( w*)= A(G,H). 

Demonstração. Seja T uma transversal de H em G. Então, todo elemento 
a G RG pode ser escrito como uma soma finita: 

a = rjjqjhj , com r t j € R, Qí G T e hj G H. 

Se denotarmos por cfi a imagem de q t no grupo quociente G/H, então temos que 

i \ 3 

Logo, a G Ker(w*) se e somente se . r tJ = 0 para cada valor de i. Assim, se 
a G Ker(w*) podemos escrever: 

'> = J2 ri i qih í = J2 r v q > h J - \ ^ rij ) <1 ‘ 

•• i,3 i \ 3 / 



= Yl r V q i( h 3 ~ X ) G H ) 

i,3 

Portanto, Ker{w*) C A (G,H). A inclusão contrária segue trivialmente. 

□ 


Corolário 1.17. Seja H um subgrupo normal de G. Então, A (G,H) é um ideal 
de RG e 


RG 


~ R(G/H). 


A (G,H) 

Observação 1.18. Podemos ver que A (G) é o núcleo do epimorfismo e induzido 
pele aplicação trivial G —> G/G = {1}. 



1.3 Semisimplicidade 


Nesta seção queremos determinar condições necessárias e suficientes sobre A e 
G para que o anel RG seja semisimples Artiniano. Para tal, precisaremos de 
algumas definições e resultados preliminares como os que segue. 

Definição 1.19. Sejam N e N' submódulos de um R-módulo M. Denotaremos 
por S(M) a coleção de submódulos de M. Então N é chamado de completamento 
de N' em, S(M) se M é igual a soma direta de N e N', isto é, M = N (B N', ou 
seja M = N + N' e N D N' = (0). Neste caso podemos também dizer que M é 
uma soma direta de N e N', ou N é um somando direto de M. 

Definição 1.20. . 

1. Um R-módulo M é chamado complementado se todo submódulo N ^ o de 
M tem um completamento. 

2. Um R-módulo M é chamado completamente redutível se M é a soma de 
submódulos simples à esquerda de M. 

Sabemos que todo submódulo N ^ 0 de M tem um completamento se e somente 
se M é a soma de submódulos simples à esquerda de M. Para ver a prova 
desse fato veja [8]. Podemos dizer então que M é um A-módulo completamente 
redutível se todo submódulo de M é tem um completamento. Em consequência 
disso, temos que M é um A-módulo completamente redutível se e somente se M 
é a soma direta de submódulos simples de M. 

Observação 1.21. Os submódulos de um anel R visto como R-módulo à es¬ 
querda são os ideais à esquerda do anel R, segue então que R é complemente 
redutível se e somente se R é a soma de ideais minimais à esquerda, ou seja 
se todo ideal à esquerda tem um complemento. Em consequência disso, temos 
que R é completamente redutível se e somente se R é a soma direta de ideais 
minimais à esquerda do anel R. 
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Vamos agora provar um teorema que será de fundamental importância na demon¬ 
stração do teorema 1.31, além de caracterizar anéis (vistos como A-módulos) 
completamente redutíveis. 

Teorema 1.22. Seja R um anel. Então R é completamente redutível se e so¬ 
mente se R é a soma de um número finito de ideais minimais á esquerda de 

R. 

Demonstração. Se Ré a soma de um número finito de ideais minimais á esquerda 
de R , pela definição 1.20 temos que R é completamente redutível. Assuma que 
R é completamente redutível, isto é, R = Ni, onde N-s são ideais minimais 
à esquerda de R. Assim para provar nossa equivalência basta mostrar que esta 
soma é finita. Em particular, o elemento 1 G R e pode ser escrito como uma 
soma finita : 1 = 2 ^ + ...+ x ni , com x*. G L tj . Então para um elemento arbitrário 
r G R, temos que r = r.l = txí 1 + ... + rx ni , onde rx^ G L*., 1 < j < n. Isso 
mostra que R C L n + ... + L in . Como a inclusão contrária é óbvia, concluimos 
que R = L n + ... + Lj n . □ 

Definição 1.23. Seja M um R-módulo. Dizemos que M satifaz a condição de 
cadeia descendente, denotada por (C.C.D.), se toda cadeia de submódulos de M: 

Mi D M 2 D ... D AR D ... 

termina; isto é, se existe um índice i talque Mi = M i+t para todo inteiro positivo 
t. Se M satisfaz a (C.C.D.), dizemos que M é um módulo Artiniano. Um 
anel R é chamado Artiniano à esquerda se R visto como R-módulo à esqueda é 
Artiniano e Artiniano à direita se R visto como R-módulo à direita é Artiniano. 

Definição 1.24. Seja M um R-módulo. Dizemos que M satifaz a condição de 
cadeia descendente, denotada por (C.C.A.), se toda cadeia de submódulos de M: 

Mi C M 2 C ... C Mi C ... 

termina; isto é, se existe um índice i talque Mi = M i+t para todo inteiro positivo 
t. Se M satisfaz a (C.C.A.), então dizemos que M é um módulo Noetheriano. 
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Um anel R é chamado Noetheriano à esquerda se R visto como R-módulo à 
esqueda é Noetheriano e Noetheriano à direita se R visto como R-módulo à 
direita é Noetheriano. 

Definição 1.25. Uma cadeia de submódulos de um R-módulo M: 

M = M 0 D Mi D ... D M n = (0) 

é chamada série de composição de M se todo módulo M l /M l+X são simples. 
Esses são chamados de fatores da série. O número de fatores é chamado de 
tamanho da série. Um módulo tendo uma série de composição é dito ser de 
tamanho finito. 

Provaremos um teorema que fornece condições necessárias e suficientes para a 
existência de uma série de composição. Todavia, primeiro provaremos o seguinte 
lema. 

Lema 1.26. Seja N um submódulo de um R-módulo M. Então, M é Noethe¬ 
riano (Artiniano) se e somente se N e M/N são Noetheriano (Artiniano). 

Demonstração. Assuma primeiro que N e Aí/N são Noetheriano e seja 

Mi C M 2 C ... C AR C ... (1.1) 

uma cadeia ascendente de snbmódulos de Aí. Consideremos as seguintes cadeias: 

(Mi n N) c (m 2 niV)c ... c (M* n n) c ... 


(Mi + N) (M 2 + N) (AR + N) 

N C N C ■“ C N C ■“ 

Como N e M/N são Noetherianos, as duas cadeias acima terminam. Podemos 

assim determinar um inteito positivo k tal que para todo i > k temos 

Mi niv = M k nN 

Mi + N = M k + N 
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É facil ver que M k C Mj se i > k\ queremos mostrar que a inclusão contrária 
também é verdadeira. Dado um elemento x G Mi, a segunda igualdade acima 
mostra que existe y G M k tal que x + N = y + N, então x — y G N . Como 
M k C Mj, temos que x — y G M^DN — M k (~)N. Portanto, x — y G M k e x G M k . 
Logo M k = Mj para todo i > k e a cadeia 1.1 termina. A prova para o caso 
Artiniano é análoga, e a implicação contrária é imediata. □ 

Teorema 1.27. Um, R-módulo M é de tamanho finito se e somente se é Ar¬ 
tiniano e Noetheriano. 

Demonstração. Assuma primeiro que M é Artiniano e Noetheriano. Sendo 
Noetheriano, a família de todos os submódulos próprios de M contém um ele¬ 
mento maximal M\. Analogamente, M\ (0) então M\ contém um submódulo 
maximal M 2 . Repetindo esse processo, podemos determinar uma cadeia de 
submódulos: 

M = M 0 D Mi D M 2 D ... 

Como M é também Artiniano, a cadeia obrigatoriamente termina, então M n = 
(0) para algum inteiro positivo n. Então 

M = M 0 D Mi D M 2 D ... D M n = (0) 

é uma série de composição. Reciprocamente, assuma que M tem uma série 
de composição. Usaremos indução no tamanho n de uma série de composição 
de tamanho mininal de M. Se n — 1 então M é simples e assim Artiniano e 
Noetheriano. Assuma que 

M = M 0 3 Mi D M 2 D ... D M n = (0) 

é um série de composição de tamanho minimal de M e que o resultado é válido 
para qualquer módulo contendo uma série de tamnho n — 1. 

Como Mi D M 2 D ... D M n = (0) é um série de composição de Mi, segue, 
pela hipótese de indução, que M\ é Artiniano e Noetheriano. Como M/M\ é 
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simples, M/Mi é também Artiniano e Noetheriano então, pelo lema anterior, M 
é Artiniano e Noetheriano. □ 

Definição 1.28. Seja R um anel. 

1. 0 Radical de Jacobson de R, denotado por J{R), é a interseção de todos 
os ideais maximais à esquerda de R. 

2. Dizemos que R é semisimples se J(R) = 0. 

Agora, vamos caracterizar anéis semisimples Artinianos. Antes, provaremos uma 
proposição cujo corolário será uma ferramenta necessária na demonstração do 
teorema que vai mostrar essa caracterização. 

Proposição 1.29. Se I é um ideal minimal à esquerda de um anel R, então 
I 2 = 0 ou I = Re, onde e é um idempotente 1 de I. 

Demonstração. Assuma que I 2 ^ 0 , então Ib ^ o, para algum b E /, logo 
Ib = /. Considere B — {r E R \ rb — 0}, então B D I ^ I, portanto B fl / = 0. 
Agora, eb = b, para algum e G /. Assim (e 2 — e)b = 0, e então e 2 -e6fifl/ = 0. 
Portanto e 2 = e, e e / 0, pois 6^0. Então, 0 ^ Re C I, e portanto Re = /. □ 

Corolário 1.30. Todo ideal minimal à esquerda de um anel semisimples R é da 
forma Re, onde e é um idempotente de R. 

Teorema 1.31. Seja R um anel, então R é semisimples Artiniano se somente 
se R é completamente redutível como R-módulo. 

Demonstração. Primeiro provaremos que se R é semisimples Artiniano então 
R é completamente redutível como .R-módulo. Seja R é semisimples, isto é, a 
interseção de todos os ideais maximais à esquerda de R é 0. Como R é também 
Artiniano temos que esta interseção tem um número finito de ideais, isto é, 

Mi n m 2 n ... n M n = o. 

1 Um elemento e de um anel R é chamado idempotente se e 2 = e. 
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Podemos assumir que Mj não contém A t = Mj. Portanto, 

R = Mi + Ai. 

Em outras palavras, Mj D Ai = 0, portanto Ai = R/Mi, e para cada i, Ai é 
um A-módulo à esquerda simples, isto é, Ai é um ideal minimal de R. Assim, 
pelo corolário 1.30, temos A t = Rei, com ef = e* G R, e Mj = A(ej — 1). Seja 
e = Yh=\ e i > ent ão 

(e — 1) = (ej — 1) + ej G Mi, 

pois para i R j, temos que ej G Aj C Mi. Portanto, e — 1 G f|" =1 Mj = 0. 
Portanto, 1 = Y^í=i e G e assim R = ]A” =1 Aj é completamente redutível. 

Agora assuma que R é completamente redutível como A-módulo, então pelo 
teorema 1.22, temos que Ré a soma de um número finito de ideais minimais à 
esquerda I\, R ,..., Assim, temos uma série de composição 

R = h +12 + h + ••• + In P 1 I\ + A + A + ••• + A-i Z) ... D /1-I-/2 D A D /o — ( 0 ) 

de A, com A visto como A-módulo á esquerda, isto é, esta série de composição 
tem tamanho finito, então A é Artiniano. Agora, provaremos que A é semisim- 
plcs. Seja A completamente redutível como A-módulo. Pela observação 1.21 
podemos escrever A como soma direta de um número finito de ideais minimais 
à esquerda R, J 2 ,..., I n , isto é, A = ©” =1 /,. Denote Nj = I t , onde I t > s são 
ideais minimais à esquerda de A onde 1 < i < n e 1 < j < n. Então R/Nj = R 
e assim R/Nj é um ideal minimal à esquerda de A o que implica Nj é um ideal 
maximal à esquerda de A. Logo, 

J(A) Ç p| A^. = 0. 

3 

Portanto, J(A) = 0 e A é semisimples. □ 

Visto que uma conição necessária e suficiente para que um A é semisimples 
Artiniano é que A é completamente redutível como A-módulo. Assim, teremos 
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uma caracterização de anéis semisimples Artinianos e iremos concluir a discussão 
sobre esse assunto. As definições que serão dadas a seguir são importantes para 
as identidades do lema 1.34 e em sua demonstração. 

Definição 1.32. Seja X um subconjunto de um anel de grupo RG.O anulador 
à esquerda de X é o conjunto 

AnnfiX) = {a G RG : ax = 0, \/x G X} 

Analogamente, definimos o anulador à direita de X por: 

Ann r (X) = {a G RG : xa = 0,Va: € A"} 

Agora, fixaremos uma importante notação será útil ao longo de toda dissertação. 

Definição 1.33. Dado um anel de grupo RG e um suconjunto finito Y do grupo 
G, denoteremos por Y o seguinte elemento de RG: 

y&Y 

Lema 1.34. Seja H um subgrupo de G e R um anel. Então Ann r (A(G, H )) 0 

se e somente se H é finito. Neste caso, temos 

Ann r (A(G,H)) = H.RG. 

Além disso, se H <\ G, então o elemento H é central em RG e temos 
Ann r {A{G,H)) = Anm(A(G,H) = RG.H. 

Demonstração. Assuma que Ann r (A(G,H)) ^ 0 e escolha 

a = a g g 0 em Ann r (A(G, H )). 

geG 

Para cada elemento h € H temos que (h — l)a = 0, então ha = a. Que é, 

a = ^a g g = ^ a g hg 

geG geG 
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Tome g 0 G supp(a). Então, a go ^ 0 assim a equação acima mostra que hg 0 G 
supp(a) para todo h G H. Como supp(a) é finito, isso implica que H é finito. 
Observe que se go G supp(a), então o coeficiente de todo elemento da forma hgo 
é igual ao coeficiente de g 0 , assim podemos escrever a na forma: 

a = a go HgQ + a gi Hgi + ...a gt Hg t = H(3, (3 G RG. 

O que mostra que , se H é finito, então Ann r (A(G,H)) C H.RG. A inclusão 
inversa segue trivialmente, pois hH = H implica que (h — 1 )H = 0 para todo 
h G H. 

Finalmente, se H < G para qualquer g G G temos que g~ l Hg = H ; portanto 
g- l Hg = Y,h&H9~ l hg = T,heH h = H Assim, Hg = gH , para todo g G G, 
o que mostra que H é central em G. Consequentemente, RG.H = H.RG e o 
resultado segue. □ 

Corolário 1.35. Seja G um grupo finito. Então 

1. (%) Anni(A(G)) = Ann r (A{G)) — R.G. 

2. (ii)Ann r {A{G )) fi A (G) = {aG : a G R, a|G| = 0}. 

Demonstração. (%) segue trivialmente do lema anterior tomando H = G. Para 
provar (ii) é suficiente notar que a = aG G A(G) se e somente se e(a) = ae{G) = 
a|G|=0. □ 

Lema 1.36. Seja I um ideal de um anel R. Suponha que exista um ideal à 
esquerda J de R tal que R — I © J (como R-módulos à esquerda). Então, 
J C Ann r (I). 

Demonstração. Tome arbitrariamente elementos x G / , y G J. Como J é um 
ideal à esquerda e I é um ideal, temos que xy G JDl = (0). Consequentemente, 
xy = 0 e temos que y G Ann r (I). □ 

Lema 1.37. Se o ideal de aumento A(G) é um somando direto de RG como 
um. RG- módulo então G é finito e |G| e invertível, em R. 
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Demonstração. Assuma que A(G) é um somando direto de RG. Então, o lema 
anterior mostra que Ann r (A(G)) ^ 0. Assim, pelo lema 1.34 e pelo corolário 
1.35, G é finito e 

Ann r (A(G)) = G(RG) = GR. 

Escreva RG = A(G) © J e 1 = e\ + e 2 com e\ G A (G) e e 2 G J. Então 
1 = e(l) = e(ei) + e(e 2 ). Como J C Ann r (A(G)) pelo lema anterior, temos 
então e 2 = oG, para algum a G g. Assim, ae(G) = 1 e a|G| = 1. Isto mostra 
que Gj é invertível em R e que |G| _1 = a. □ 

Agora, estamos prontos para determinar condições necessárias e suficientes em 
R e G para que o anel de grupo RG seja semisimples Artiniano. 

Teorema 1.38 (Teorema de Maschke). Seja G um grupo e R um anel. Então, 
RG é semisimples Artiniano se e somente se as seguintes condições são ver¬ 
dadeiras: 

(i) R é um anel semisimples Artiniano. 

(ii) G é finito. 

(Ui) |G| é invertível em R. 

Demonstração. Suponha que RG é semisimples Artiniano. Pelo corolário 2.15 
e pela observação 2.16, temos que ~ R. Como anéis de divisão de anéis 
semisimples Artinianos são sempre semisimples Artinianos, segue imediatamente 
que R é semisimples Artiniano. Para provar (i) e (ii) observemos que pelo teo¬ 
rema 2.32 RG é semisimples Artiniano, o que implica que RG é completamente 
redutível, pelo teorema 2.22, temos então que A(G) é um somado direto. Então 
pelo lema anterior, G é finito e |G| é invertível em R. Reciprocamente, as¬ 
suma que as condições (i), (ii) e (Ui) são verdadeiras. Mostraremos que todo 
.RG-submódulo é completamente redutível. Seja M um AG-submódulo de RG. 
Como R é semisimples Artiniano, segue que RG é semisimples Artiniano como 


17 



.R-módulo e pelo teorema 2.32 temos que RG é completamente redutível. Assim, 
existe um .R-módulo N de RG tal que 

RG = M © N. 


O nosso objetivo é determinar um decomposição para RG, onde M aparece como 
-RG-submódulo. Seja 7r : RG —> M a projeção canônica associada à soma direta. 
Definimos n* : RG —> M como a média 

**{x) = 17 U Y 9~^{9 X ), Vx G RG. 

9&G 

Se provarmos que 7r* é, na realidade, um AG-liomomorfismo talque (7r*) 2 = tt* e 
Im(7T*) = M, então Ker( tt*) será um AG-submódulo tal que RG = M@Ker{7T*) 
e assim o teorema estara provado. Como 7 r* é um R- hornorriorfisrno, para mostrar 
que 71 * é também um RG- ho rno rrior fisrno é suficiente mostrar que 

7r*(aa;) = <m*(x), \/x G G e Va G G. 


Então, temos que 


1 


7T ax = 


|G| 


7 a)x). 


Y 9 V(^ax) = y— Y( ga ) 1 tt ((gc 

g&G 11 geG 

Quando g percorre todos os elementos em G, o produto ga também percorre 
todos os elementos de G, assim 


7 r*(ax) 



Y 1 

g&G 


d7l*{x). 


Como ti é uma projeção em M, sabemos que n(m) = m, para todo m G M. 
Além disso, como M é um RG'-módulo, temos que gm G M , para todo g G G. 
Assim 


ti* (m) 


1 

W\ 


Yg 1 ^{g m ) 

g&G 


1 

W\ 


Y g lgm 

g&G 


1 

W\ 


Y 

g&G 


m = 


M 

\G\ 


m 


m. 


Portanto, M C Im(n*). Agora, dado um elemento arbitrário x G RG, temos 
que 7 T (gx) G M para todo g G G, pois Im( tt) = M. Então 


7T [X 


1 

W\ 


Y 9 ln ( gx ) 

g&G 


G M, 
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pois M é um -RG-submódulo e então temos que g^n^gx) G M. E segue que 
Im(ir*) C M. Portanto, M = Im(n*). Finalmente, como já vimos 7 r*(a;) G M, 
então 

n* 2 (x ) = 7 r*( 7 r*(a;)) = n*(x), para todo x G RG. 

Logo, 7 T* é uma projeção. □ 

O caso onde R — K é um corpo, temos que K é semisimples e |Gj é invertivcl 
em K se, e somente se, |Gj 7 ^ 0 em K. Por outro lado, |G| 7 ^ 0 se, e somente se, 
a característica de K não divide a ordem de G. 

Corolário 1.39. Seja G um grupo finito e seja K um corpo. Então, KG é 
semisimples Artiniano se e somente se caracteristica de K não divide \G\. 

Finalizaremos esta seção apresentando um descrição do centro de uma álgebra 
de grupo e enunciando alguns teoremas, ambas informações vamos utilizar nos 
capítulos subsequentes. 

Definição 1.40. Seja G um grupo, seja R um anel comutativo e seja {Cí}í & i o 
conjunto de classes de conjugação de G que contém somente um número finito 
de elementos. Para cada índice i G / seja 7* = Ci = Yl x ec- x ■ ^ sse e ^ emen t° s 
são chamados de somas de classe de G sobre R. 

Teorema 1.41. Seja G um grupo finito e R um anel comutativo. Então, 0 
conjunto {7j} íg / de todas as somas de classe forma uma base de Z(RG), 0 
centro de RG, sobre R. 

Demonstração. Veja [ 8 ]. □ 

Teorema 1.42 (Teorema de Wedderbnrn). Seja A uma R-álgebra semisimples 
Artiniana. 

1. Existe números naturais ni, ...,n r e R- álgebras de divisão D\,..., D r tal que 

A = M ni (Di) © ... © M nr (D r ). 
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2. Os pares (■ rii,Di ),( n r ,D r ) o qual 1 são determinados de maneira única 
(a menos de isomorfismo) por A. 

3. Reciprocamente, se n\, ...,n r G N e D\ , ...,D r são algebras de divisão sobre 
R, então M ni (Di) © ...© M Ur (Dr) é uma R-álgebra semisimples Artiniana. 

Demonstração. Veja [8]. □ 

Teorema 1.43. Seja R = ©f =1 A uma decomposição de um anel semisim¬ 
ples Artiniano como soma direta de ideais minimais. Então, existe em família 
{ei,...,e s } de elementos de R tal que: 

1. ei / O é um indem.potente central, 1 < i < s. 

2. Se i j então e t e 3 = 0. 

3. 1 = e\ + ... + e s . 

4■ ei não pode ser escrito como ei = e'+e" onde e\, e' são indepotentes centrais 
tais que e' i; e" ^ 0 e e'e" = 0, 1 < i < s. 


Demonstração. Veja [8]. □ 

Definição 1.44. Os elementos {ei, e s } no teorema acima são chamados idem- 
potentes centrais primitivos de R. 

Teorema 1.45. Seja R um anel. Então R é semisimples Artiniano se e somente 
se todo ideal á direita de R é da forma L = eR, onde e G R é um indepotente. 

Teorema 1.46. (Teorema de Glauberman) Seja 6 : 7LG —> 7LH um isomorfismo. 
Sejam K x as somas de classe em G, isto é, soma dos conjugados distintos de 
um elemento x de G. Então 9(K X ) = K y , onde K y é a soma de classes de 
conjungação em H 
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Capítulo 2 


Automorfismos dos anéis de 
grupo inteiro 


Neste capítulo, nosso objetivo é provar que: 

Se G é um grupo nilpotente de classe dois, então qualquer automor- 
fismo de 7LG é composto de um automorfismo interno por uma unidade 
de Q G, a álgebra de grupo de G com coeficientes racionais. 

Para isso utilizaremos o Teorema de Glauberman, citado no capítulo anterior e 
duas proposições as quais serão provadas na sequência. Ainda, assumiremos que 
todos os grupos considerados neste capítulo são grupos finitos 

Proposição 2.1. Seja 6 um automorfismo de 7LG. Sejam C t i s ,1 < i < r as 
classes de conjugação e K,i s as correspondentes somas de classe de G. Suponha 
que 0(K t ) = K t > ,1 < i ,it < r e que exista um automorfismo a de G tal que 
cr(Ci) = Ci' para todo 1 < i < r. Então existe uma unidade 7 G Q G tal que 

0{q) — 19 a T~ 1 i para todo g G G. 
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Demonstração. Estendamos a e 6 de forma natural para QG. O centro de QG 
o qual é gerado pelas somas de classe Kp 1 < i < r; é fixo por o~ x 9. De fato, 
tomemos a G Z(QG) e definamos 

9 : Q(G) - Q(G) 

P - q/Tq" 1 

Então 9(a) = qa°q _1 implica que a~ 1 (9(a)) = (qa; <T q~ 1 ) 0 ' 1 = (cC)* 7 1 = a. 
Como QG é semisimples Artiniano, podemos escrever 

QG = S\ © <5*2© ... ®St, 

como soma direta de anéis simples A*. Seja 1 = e\ + e 2 + ... + e t , onde e; G Si 
são os indempotentes centrais de QG. Então, como = id\z(<QG) temos 

Si = e,;QG e (o^ 1 #) (Sp =Si , 1 < i < t. 

Como a l 6 mantém o centro de S, t fixo, ele atua em S l como um automorfismo 
interno por algum cq G Si. Segue que a~ l 0 é um automorfismo interno de QG 
por a = ai + a 2 + ••• + «í- Assim, temos que para g G G: 

o-^dig) = aga~ l ; 6(g) = q^q -1 ; onde q = a(a). 


□ 

Lema 2.2. Seja G um grupo nilpotente de classe dois. Então as somas de classe 
K g são da forma gH, onde H é um subgrupo do grupo derivado G'. 

Demonstração. Como G é um grupo nilpotente de classe dois então temos que 

{1} <G<Z(G) <G. 

Seja H = {h^gh ; h G G}, então g^h^gh = e/, G Z(G), pois G' C Z{G ), o 
que implica h^gh = ehg com G Z(G). Portanto, 
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Kg — YlheG h 1 9h ~ Y2heG eh 9 ~ Y2heG9 e h — 9 YlheG eh ~ dH, 

pois o conjunto dos e^ s é subgrupo de G. Vamos agora provar esta última 
afirmação. Seja = hj x ghig~ x e e ^ 2 = hj 1 gh 2 g~ l , então 

e hl e h2 = h^ 1 gh 1 g~ 1 h^ 1 gh 2 g~ 1 = h^ 1 hl 1 gh 1 g~ l gh 2 g~ 1 = 

= h 2 1 hi 1 ghih 2 g~ 1 = (/ii/i 2 ) _1 0(/ii/i 2 )0 _1 = e hlh2 

que é um dos e^s- Agora seja = h^ghig -1 multiplicando por gg^ 1 em ambos 
os lados dos dois lados da igualdade temos que ehK 1 também é um dos e*/ s , o 
que termina nossa prova. □ 

Proposição 2.3. Seja p um automorfismo de 7LG, onde G é um grupo nilpotente 
de classe dois. Sejam Ki , 1 < i < r, as somas de classe de G. Suponha que 
n(Ki) = K t /; 1 < i < r. Então existe um automorfismo a de G o qual, quando 
extendido para 7LG, satisfaz a (Kj) = K t >, para todo 1 < i < r. 

Demonstração. Pelo lema anterior, temos que as somas de classe de um grupo 
nilpotente de classe dois são da forma gH\ onde H = h e H é um subgrupo 

do grupo derivado G'. Seja p(g) = 7 . Então 

p(K g ) = p(gH) = 7 H 1 

onde Hi é um outro subgrupo do grupo derivado G'. Agora 

iHi = K gi = giÊ 2 . 

Afirmamos que H\ — H 2 . Observe que 

\Hi\giH 2 = iH^Ê-i = 7 ÊiHi = 9l ÊA 

e então temos \H\\H 2 = II>II 1 . Portanto II\ C H 2 , pois se H x <f_ H 2 , isto é, 
existe um h £ H 1 tal que h (j H 2 . Como 

supp {H 2 H 1) = {h 2 hi ; h 2 G H 2 e h x G H{\ 
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temos que h 2 h G supp(H 2 Hi ) onde h G iíi mas h ^ H 2 o que implica que 
h 2 h supp(\Hi\Ê 2 ) e então supp(H 2 Hi) (jL supp(\Hi\H 2 ) . Analogamente 
podemos provar que H 2 C H\ e concluimos que //1 = /A. Assim, temos que 
p(K g ) = 7#! = r/i H\. Nós afirmamos que existe um g 2 £ G tal que 7 = g 2 mod 
A(Hi)A(G). Como 7 Ê 2 = gqiÍ!, temos que 

7 = 3i + E(! - ^)í(^) • 

Para simplificar a notação, denotaremos por A(iíi) o ideal A(G,H\). 

Temos então que 

9i + 'Z h£Hl ( 1 ~ h ) t< ^ h ) =9i + 'E hGHl ( 1 ~ h ) n h mod A(ií 1 )A(G), 

onde rih G Z. Basta escolhermos e{t[h)) = nh, onde e é & função de aumento . 
Agora vamos mostrar que 

9i + ^2 (1 - h)n h = + 1 - h nh mod A(H 1 )A(G). 

heHí h£H 1 

Para isso vamos fazer um construção passo a passo. Primeiro, tomemos a G II \ 
e b G G e primeiro observe que: 

(1 — ab ) = — (1 — a)(l — b) + (1 — a) + (1 — b), se e somente se, 

(1 — ab) — (1 — a) — (1 — b) G A(i/ 1 )A(G), isto é, 

(1 — ab) = (1 — a) + (1 — B) modA(Hi)A(G). 

Analogamente, temos que 

(1 — a ni b n2 ) = —(1 — a ni )(l — b m ) + (1 — a ni ) + (1 — ò” 2 ), se e somente se, 

(1 — a ni b 112 ) — (1 — a ni ) — (1 — b n 2 ) G A(Hi)A(G), isto é, 

(1 - a ni b n2 ) = (1 - a ni ) + (1 - V 12 ) modA(H 1 )A(G). (2.1) 


E também temos 



(1 — a ni ) = —(1 — a ni x )(l — a) + (1 — a ni : ) + (1 — a), se e somente se, 

(1 — a ni ) — (1 — a ni_1 ) — (1 — a) E A(Hi)A(G), isto é, 

(1 - a ni ) = (1 - a" 1 ' 1 ) + (1 - a) modA(H 1 )A(G). (2.2) 

Temos então que 

(1 — a ni ) = (1 — a ni-2 ) + (1 — a)2 modA(Hi)A(G) , pois 
(1 — a ni_1 ) = (1 — a ni ~ 2 ) + (1 — a) modA(Hi)A(G). 

O que motiva a provar a seguinte afirmação: 

(1 — a ni ) = (1 — a ni ~ l ) + (1 — a)i modA(Hi)A(G), com i E {1, 2..., ni}. (2.3) 

Usaremos indução em i, para provar a afirmação. Para % = 1 já provamos 
anterior mente em 2.2. 

Suponha que 

(1 — a" 1 ) = (1 — a ni_ ( ni_1 )) + (1 — a)(ni — 1) modA(Hi)A(G), isto é, 

(1 — a ni ) — (1 — a ni -( ni_1 )) — (1 — a)(ni — 1) E A(Hi)A(G), mas 


Portanto, 


(1 - a ni ) - (1 - a ni ~ {ni - l) ) - (1 - a)(m - 1) = 
= (1 — a ni ) — (1 — d) — {n i — 1 — arii — a ) = 
= (1 — a 111 ) — (1 — a) — rii + 1 + an\ + a = 

= (1 — a ni ) — (1 — a)ni. 


(1 — a ni ) — (1 — a)n\ E A(Hi)A(G), isto é, 


(1 - a ni ) = (1 - a) ni modA(H 1 )A(G). (2.4) 
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O que prova nossa afirmação. 


Logo, por 2.1 e 2.4, podemos concluir que 

(1 — a ni b n2 ) = (1 — a)ni + (1 — b)n 2 mod A(H 1 )A(G) . 
Agora vamos provar que 

| H\ \H\ 

d-iK>-E* (1 — Oj) modA{Hi)A(G). 

2=1 i = 1 

Por 2.4, temos para i = 1 que a equivalência abaixo é verdadeira, 

(1 — o” 1 ) = ni(l — oq) modA(H 1 )A(G). 

Suponha verdadeira a equivalência abaixo, 

\H\-1 \H\-1 

d - n <■) - E 7ij(l — clí ) modA(H±)A{G). 

2 = 1 2=1 

Como 

|íí[ |íí|-i |íj|-i 

(i - n<‘)=-d - n <‘)(i - ap ii «“■)+(i - 

2=1 2=1 2=1 

se e somente se, 

\H\ \H\-1 

d-n<d-(l- n <‘)-(l -a^')eA(iíi)A(G), 

2=1 2=1 

isto é, 

I H\ \H\-1 

(1 - II<‘) = d - II “”d + d - AP modA^JAÍG) 

2=1 2=1 


Então usando a hipótese de indução 2.5, temos que 

|H| \H\-1 

(1 - a”') = ^2 n *( 1 _ a *) + (1 ~ «pq 1 ) raodA(iíi) 

2=1 2=1 


(2.5) 
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Portanto, 


\H\ \H\ 

(1 - ü a T) = n *( 1 ~ a *) ^odA(iíi)A(G'), 

i=l 

pois facilmente podemos verificar utilizando o mesmo raciocínio de 2.1, 2.2 e 2.4 
qne 

Concluimos então qne 

9\ + ^2 “ h )' nh = 9i + l- \\h nh mod A(H 1 )A(G). 

heHí heHi 

Vamos mostrar mais um equivalência. Na realidade, queremos mostrar que 

9i + 1 - EI hem l,nh = 9i EI hem h ~ nh mod A (^i )A(G). 

Observe primeiro que aebeHiegi^G podemos afirmar que 

a -1 ò -1 aò = 1. 

De fato, a~ l b~ x ab G [. H,H] Ç [G',G'\ = G" = {l},pois por hipótese G é grupo 
nilpotente de classe dois. Então podemos fazer o seguinte: 

<?i(a _1 ò _1 ) = —(1 — (? 1 (aG 1 ò _1 ))(l — ab) + g\ + (1 — ab ), se e somente se, 
gi(a -1 ò _1 ) — g\ — (1 — ab) G A(Hi)A(G), isto é, 
gi{a~ l b~ l ) = gi + (1 — ab) modA(Hi)A(G) 

Analogamente, temos 

(a ni ò n2 )((a ni )- 1 (6 n2 )- 1 ) = 1, 

pois G é grupo nilpotente de classe dois. Então podemos fazer o seguinte: 
Si((a ni )- 1 (& n2 )- 1 ) = -(1 - 3i((a ni )- 1 (6 n2 )- 1 ))(l - a ni b n2 ) +g 1 + (l- a ni 6" 2 ), 
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se e somente se, 


9\{{a ni ) 1 (b n2 ) *) - gi — gi((a ni ) 1 (b n2 ) x ) e A(H 1 )A(G), isto é, 
gi((a ni ) -1 (ò n2 ) -1 ) = gi + gi(a ni )~ 1 (b n2 )~ 1 ) modA(Hi)A(G). 


! H\ 


Como 

ji + 1 - n 

temos que 


h I 


_ —Ui 

a s = 


Hl 


■(i-^noxi-n^-^dur- 


H I 


2=1 


2=1 


2=1 


n 

2=1 


Itfl 


1^1 


g i 


+ 1 — J^[Oj+ gi(]^[ Ul ) e A(Hi)A(G ) 7 


2=1 


2=1 


isto é, 


\H\ \H\ 

gi + 1 - \\a~ n = gi(\\ c h ni ) modA(H l )A(G). 


2=1 


2=1 


Finalmente, concluimos que 


gi +1 - n hnh =9* n k ~ nh m ° d &(hi)a{g). 

heHx heH 1 


Assim, temos que y = g 2 mod A(iCi)A(G) e então 7 = g 2 mod A (Cr') A (Cr), 
pois Hi C G'. Nós afirmamos que dado 7 como acima existe um único g 1 G G 
tal que 7 = g 7 mod A (Cr') A (Cr) e que 

A : fi(G) —> G 
7 1 —* 07 

é um isomorfismo. De fato, suponha que exista um gi G G tal que 7 = gi 
mod A (Cr') A (Cr). Como 7 = g 2 mod A (Cr') A (Cr) temos que g\ — g 2 = 0 mod 
A(G')A(G) então gi(l —gf 1 ^) = 0 mod A (Cr') A (Cr) o que implica {l — g^ l g 2 ) = 
0 mod A(G')A(G) se e só se — 1 = 0 , pois (1 — gi l g 2 ) é um elemento da 
base A (Cr). Portanto g\= g 2 - EA como acima é um isomorfismo de fi(G) em G 



pois g é um automorfismo de Z(G), o que prova nossa afirmação. Pela unicidade, 
segne qne g 7 = g 2 - Como 7 = r / 7 mod A(Hi)A(G), temos que g~,H\ = ^H\. 
Seja cr(g) = X(g(g)). Então o é um automorfismo de G e 

a(K g ) = \(g(K g )) = X (7^1) = A( 7 )ifi = <^1 = 7 H l = g(K g ) = K'. 

Isto completa a prova. 

□ 


Agora, vamos provar o resultado principal desse capítulo. 

Teorema 2.4. Seja 6 um automorfismo de 7LG, onde G é um grupo nilpotente 
de classe dois. Então existe um automorfismo de a de G e uma unidade 7 de 
Q(G) tal que 9(g ) = ± 7 g° 7 ~ 1 ; para todo g G G. 

Demonstração. Seja 

01 = J2 g ec a 99 e %{G) e e(a) = ^ 9eG a 9 , 

onde e é a função de aumento. É claro que £(9(g)) = ± 1 , para qualquer elemento 
g E G. Normalize 9 definindo g(g) = e(9(g))9(g). Estenda g linearmente para 
7LG e dete modo g torna-se um automorfismo de 7LG o qual aplica somas de 
classe em somas de classe, este fato segue do teorema de Glauberman. Como, 
por hipótese, G é um grupo nilpotente de classe dois, temos pela proposição 
anterior existe um automorfismo de cr de G, o qual estendido para Z (G) satisfaz 
cr(Ki) = ±AV e que pela proposição 2.1 segue que podemos acha uma unidade 
de Q(G) tal que 9(g) = para todo g E G. □ 
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Capítulo 3 


Isomorfismos dos anéis de grupos 
inteiro de grupos abelianos 
finitamente gerados 


Em 1940, G.Higman provou que toda unidade de ordem finita do anel de grupo 
7LG de um grupo abcliano finito é da forma ±g, g G G. E este resultado usou 
para provar que : 

Sejam G e H grupos abelianos finitos então 7LG ~ 7LH implica G ~ H. 

Neste capítulo, vamos extender este resultado para grupos abelianos finita¬ 
mente gerados. Para isso, assim como G.Higman, primeiro caracterizaremos as 
unidades de ordem finita do anel de grupo 7LG de um grupo abeliano finitamente 
gerado. 

Lema 3.1. Toda unidade de ordem finita no anel de grupo 7LG de um grupo 
abeliano arbitrário G é da forma ±t, onde t é um elemento de torção de G. 
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Demonstração. Substituindo G pelo subgrupo gerado pelo supp( 7), onde 7 é 
uma unidade de ordem finita de ZG, podemos supor sem perda de generalidade 
que G é finitamente gerado. Escreva G = T x F, onde Té o subgrupo torção de 
G e F é livre. Além disso, F = (aq) x (x 2 ) x ...(aq).Um elemento de G pode ser 
escrito de forma única como g = t.x^x^x^ 3 ...xf 1 , onde cq £ Z e t G T. Defina 
di(g) = cq |. Suponha que 


7 = migi + m 2 g 2 + ... + m s g s 

é tal que 7 n = 1 . Então temos que provar que 7 = ±t G G. Seja 

rió = max dAqA 
1 <j^> 

Assim, devemos usar o grupo 

H = (xf 1+1 > x (o| n2+1 >... x (a;f ni+1 ) 

o qual tem índice finito em G. Claramente, (q)" - = 1, onde 7 é a imagem de 7 
na projeção ZG —> Z (G/H), e pelo resultado de Higman temos que 7 = ±xH, 
x G G. Como 71 , r/ 2 , ..., 7 S pertencem a diferentes classes de H , temos que 7 = 
± 7 i, onde 7 G T. □ 

Precisaremos de mais um lema para provar o teorema. 

Lema 3.2. Se A é um grupo abeliano livre de torção e K é um corpo, então 
KA não contém divisores de zero. 

Demonstração. Sejam p, 7 e KA — {0} tal que 77 = 0. Então, substituindo A 
pelo grupo gerado por supp(g) U supp( 7 ), podemos supor que A é finitamente 
gerado. Como A é livre de torção, temos um decomposição 

A = (xi) x (x 2 ) x ...(x n ) 

para alguns elementos x, e d , 1 ú i ú n. Então, KA pode ser mergulhado no 
corpo K(Xi ,..., X n ) das funções racionais nas variáveis X 1: ..., X n sobre K, que 
é um domínio de integridade. □ 


31 



Agora vamos provar o resultado o qual nos referimos no início deste capítulo. 


Teorema 3.3. Suponha que G e H são grupos abelianos finitamente gerados. 
Então ZG ~ ZH implica G ~ H. 

Demonstração. Escreva G = T x (aq) x ... x ( xi ) e H = 7\ x ( y \) x ... x (y m ) 
como no lema 3.1. Seja 6 : ZG —> ZH um isomorfismo. Para t e T, seja 
p{t) — ti e Tj se 9{t) = ±ti e seja yu(oq) = d(oq). Estendendo linearmente, 
obtemos um isomorfismo p : ZG —> Z/L tal que p{T) = Ti. Logo, 

Z (G/T) ~ Z(H/Ti). 

Pelo lema 3.2 Q (G/T) não tem divisores de zero. Como Z (G/T) C Q(G/T) 
temos que Z (G/T) é livre de divisores de zero, logo Z (G/T) é um Domínio de 
Integridade. Assim podemos contrair seu corpo quociente. E temos que o corpo 
quociente de Z (G/T) é Q (G/T). 

Observe que G/T = ( x \) x ... x ( xi ) é livre de torção, então Q (G/T) pode ser 
mergulhado no corpo Q(aq,..., x\) das funções racionais nas variaveis X \, ...,aq 
sobre Q. O grau de transcendência de Q(aq,... ,xi ) sobre Q é l, então o grau de 
transcendência de Q (G/T) sobre Q é /, isto é, aq, ...,xi é uma base de Q (G/T) 
sobre Q. Como Z (G/T) C Q (G/T), temos que xi, ...,xi é uma base de Z (G/T). 
Analogamente, podemos provar qne yi ,..., y m é uma base de ZfiH/Tfi). Portanto, 
/ = m. Lembrando que anteriormente concluimos que Z (G/T) ~ Z{H/T\) temos 
que G/T ~ G/Ti, segue que G ~ H , pois T ~ 7j. □ 
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Capítulo 4 


Idempotentes centrais e 
subgrupos normais 


Seja N um subgrupo normal de G; então N = ^ N n é um elemento central 
com a propriedade que N 2 = |jV|jV. Neste capítulo, caracterizaremos todos N 
onde N é normal em G com certos elementos de 7LG o qual tem essa propriedade. 
Além disso, neste capítulo apresentando uma outra demonstração para um fato 
já demonstrado em [1] e [3], a saber: 

Se existe um aplicação 6 entre o anel de grupo inteiro de um grupo 
G e o anel de grupo inteiro de um grupo H que é um isomorfismo 
normalizado, isto é, e(0(g)) = 1 para todo g e G, então existe um 
correspojidência injetiva entre os subgrupos normais de G e H o qual 
preserva a ordem, a união e a interseção. 

Assumimos que todos os grupos considerados neste capítulo são finitos. 


4.1 Fatos Importantes 

Lema 4.1. Dado Y um subconjunto de um grupo G então Y 2 = rriY e m G N 
se e somente se Y é subgrupo de G. 
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Demonstração. Suponha que Y não é subgrupo de G, então existem yi e y 2 £ Y 
tais que yiy 2 ^ Y. Por definição temos que 

supp (Y 2 ) = {y'y" ; y' ey" eY} 

então temos que yi e y2 G supp (Y' 2 ). Como yiy 2 £ Y temos que yiy2 ^ suppY 
e assim supp ( Y 2 ) ^ swyy (mY), o que é uma contradição. 


Reciprocamente, assuma que Y é subgrupo de G então 

? 2 = YY = ( X) w ) Y = Y (A) = E ? = l y b' 

\yeY ) y£Y yÇY 


□ 


Lema 4.2. Seja G um grupo então H é um subgrupo normal de G se e somente 
se H é um elemento central de G. 


Demonstração. Se H <G para qualquer g G G temos que g 1 Hg = H\ portanto 

9 ~ l Hg = ^ g^hg = ^h = H. 

heH heH 

Assim, Hg = gH, para todo g G G, o que mostra que H é central em G. Recip¬ 
rocamente, se H é central então gH = Hg , e assim g supp(H) = supp(H) g. 
Como supp(H) = H temos que gH = Hg e portanto H < G. □ 

Proposição 4.3. Seja 7 = ^ seG 7 9 y um elemento central de ZG tal que 71 = 1, 
lg 7 ^ 0 e 7 2 = onde m é um número natural. Então 

j=Y,h = Ê. 

heH 

onde H é um subgrupo normal de G. 

Demonstração. Para um elemento a = a g g de ZG, defina 

a* = 

g eG 

Pela proposição 1.11 temos que (a + f3 )* = a* + /3* e (a/3)* = (3*a* , e assim, 
temos que (7*) 2 = 7717* e que (77*) 2 = m 2 77*. 
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Afirmação 1. £(7 ) — m. De fato, sabemos que 

£ (7) = = X^- 

9 eG 9 sg 

Como 7 2 = 7717 temos que £(7 2 ) = £( 777 . 7 ), entôo £(7) 2 = m£( 7 ) e portanto 
£(7)(£(7) — 777) = 0 . Logo temos somente duas possibilidades: ou £(7) = 0 
ou £(7) = 777, mas por hipótese £(7) = ^ 3eG 7 9 7^ 0 concluimos que £(7) = 
S s gg7s = 171 0 9 ue P rova nossa afirmação. 


Pelos autovalores (traço) de um elemento a de ZG entendemos os autovalores 
(traço) de [a], onde a —> [a] é a representação regular de ZG. Claramente 7 é 
diagonalizavel, pois [7] é raiz de x 2 — mx = 0 e sabemos que o polinómio minimal 
divide x 2 —mx = 0 e este não tem raizes múltiplas. Como as raizes de x 2 —mx = 0 
são 0 e 777 temos que os únicos autovalores possíveis de 7 são 0 e m. Dado um 
elemento a de ZG vamos denotar o traço desse elemento por Tr(a). Observe 
que o traço degGGseg^lé zero. Como temos 71 = 1 segue que Tr( 7) = 



( 

1 0 •• 

• 0 

\ 

Tr([ 7]) = Tr 1 ) = Tr 

\ 9* G J 

7i 

0 1 •• 

• 0 

+ J2^Í9\ 

geG 


V 

0 0" 

• 1 

/ 



( 

1 0 •• 

• 0 

\ 


Tr 

7i 

0 1 •• 

• 0 


+ Tr f X 

l seG 

V s#i 


V 

0 0" 

• 1 

) 



|G| 


Como foi provado anteriormente 7 é uma matriz diagonal composta somente de 
0 ’s e 777’s, então o traço de de 7 é igual x.m, onde m é a quantidade de tt 7 ’s 
existente na diagonalização de 7. Portanto, 

TV [7] = xm = |G|. 

Por esta razão exatamente |G| — |G|/t?7 autovalores de 7 que são zero. Assim, 
no mínimo, |G| — |G|/tt7 autovalores de 77* são zero. 
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— 7 l 1^1 + 7 gi |C| + ••• + 7 g t 1^1 — 1^1 y^ 7 q- 

g&G 


Portanto, 

|G| 5^7ff = Tr W) ^m 2 —. 

y 777, 

g&G 
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Concluímos que J^geG^g = m — e portanto q s = 0 ou 7 9 = 1. 

Temos então que 7 = g, onde Y é o suporte de 7 ,isto é, 

g& 

Y = supp ( 7 ) = { 5 éG: 7 9 ^ 0}. 

Então, para provarmos que 7 = J2heH ^ on de H é subgrupo normal de G, basta 
provar que Y é um subgrupo normal de G. Observe que 7 = Y1 9 gy9 = ^ e 
como por hipótese temos 7 2 = 777 . 7 , então Y 2 = mY. Pelo lema anterior temos 
que Y 2 = mY se e somente se Y é subgrupo de G. Segue que Y é subgrupo de 
G. Como 7 — Yé central temos que H é normal. □ 

O teorema que vamos demonstrar agora desempenha um papel fundamental na 
prova do teorema 4.5. 

Teorema 4.4. Seu = u g g é um unidade de ordem finita em RG, e se u y 0 

g£G 

para y no centro de G, então u = u y y e u y é uma raiz da unidade. 
Demonstração. Seja u um elemento de RG, isto é, 

u = u g g G RG 
9 gg 

e u —» [77] a representação regular dos elementos de RG. Pelos autovalores 
(traço) de um elemento u de RG entendemos os autovalores (traço) de [u]. Vamos 
denotar o traço de um elemento u G RG por Tr(u). Se u é uma unidade de 
ordem finita, isto é, u n = 1 temos que [u n ] = [u] n = R, onde béa representação 
regular de 1. Então [77] é diagonalizavel pois o polinómio minimal de [77] divide 
x n — 1. Portanto, 



( 

W\ 

0 • 

• 0 

\ 

TV ( 77 ) = Tr([ 7 í]) = Tr 


0 

7í7 2 ' 

• 0 



V 

0 

0 • 

• W\G\ 

/ 


777 +777 2 + ... +7U|G| , 
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onde Wi, com 1 < i < \G \, são raizes n-ésimas da unidade não necessáriamente 
distintas. Por outro lado, sabemos que Tr(u) = U\\G\ para qualquer u € RG. 
Então 

Wi + w 2 + ... +w\a\ = ui |G| , 

o que implica 


\wi + W 2 + ... + W|G|| = | Mi |G| | = |mi| |G| . 

Como temos |wi + w 2 + ... + iü|g|| ^ |uq| + \w 2 \ + ... + |w|g|| = 1^1, pois Wi 
para cada i = 1,2,...,|G| é raiz da unidade e então w t = 1. Concluimos que 
|«i| |G| ^ |G| e portanto |tti| = 0 ou |ií!| = 1 . Se «i / 0 então |uij = 1 
e temos que |uq + w 2 + ... + iü|g|| = |iüi| + |iü 2 | + ••• + l w |G|| se e somente se 
wi — w 2 — ... — w\g\- Segue então que 


W\ 0 ■ ■ ■ 0 

0 W\ • • • 0 

0 0 • •• W\ 


isto é, [w] = W\Idi logo u = Wxl. Tome ü = uy _1 , onde y está no centro de 
G e u y 7 ^ 0. Então u é uma unidade de ordem finita e pelo que acabamos de 
demonstrar anterior mente, temos que u = uy -1 = uql e portanto u = W\ y. □ 


4.2 Teorema de Preservação e Existência 

O teorema a seguir garante que dado um determinado isomorfismo em anéis de 
grupo inteiros, conseguimos garantir a existência de uma imersão que preserva 
algumas relações de ordem. 

Teorema 4.5. Seja 6 : 7LG —> 7LG um isomorfismo normalizado, isto é, s(6(g)) = 
1 para todo g G G. Então existe uma correspondência injetiva entre os subgrupos 
normais de G e H que preserva a ordem, a união e a interseção. 
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Demonstração. Seja N um subgrupo normal de G. Então N = Yh n &N n satisfaz 
N 2 = |1V|ÍV. Seja 9(N) = 7 = > então 7 2 = |iV |7 e ainda £( 7 ) 7 ^ 0, 

pois 

£( 7 ) = e{6(N)) = £(6(J2 n )) = £ (J2 e ( n ^ = S £ ( 0 ( n )) = 1 + 1 + __1 = |^|. 

nGAT nGAT nGAT n vezes 

Pelo teorema anterior temos que se (3 é um unidade de ordem finita em Z G com 
(3i 7 ^ 0 então /3 = ±1. Portanto, se (3 = 9(x) com x 7 ^ e temos que /jfi = 0. 
Então, 

71 = 0(lV)i = 0( ^ ^ n)i = 0(l)i + 0(rii)i + ... + 9(ji/f)\ = 1 + 0 + 0 + ... + 0 = 1. 

n£N 

Assim, pela proposição 4.3, 7 = 0(7V) = M, onde M ê subgrupo normal de H 
e então, M 2 = \M\ M. Mas 9(N) 2 = \N\ 9(N) e portanto \M\ = |iV|. Agora, 
vamos provar que esta correspondência preserva a interseção. Sejam Afi e iV 2 
subgrupos normais de G, então Aj fl N 2 é um subgrupo normal de G e temos 
que 9(Ni DN 2 ) = M 3 onde M 3 é subgrupo normal de H. Portanto N\ fl N 2 tem 
um correspondente M 3 . Agora, falta mostrar que M 3 = Mj n M 2 , onde M\ é 
o correspondente de Afi e M 2 é o correspondente de N 2 . isto é, 9(Ni) = Afj e 
9{N 2 ) = M 2 . Antes de continuarmos observe que; 

N\N 2 = mN 2 se e somente se Afi é subgrupo de N 2 . 


Temos então que 

M 3 M 1 = 9(NTnN 2 )9(N 1 ) = 9(N\nN 2 N 1 ) = 0(mlVÍ) = m9(N 1 ) = mM x . 

Então IM 3 é subgrupo de Mi. Procedendo da mesma maneira podemos provar 
que M 3 Mi = m'M 2 , e então concluir que M 3 é subgrupo de M 2 . Portanto M 3 é 
subgrupo de Afj fl M 2 . Agora, observemos os seguintes fatos: 

fato 1: supp(M 1 fl M 2 ) C supp(M 1 ) = supp(6(Ni)). 
fato 2: supp(Mi fl M 2 ) C supp(M 2 ) = supp(9(N 2 )). 
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Logo, pelos fato 1 e fato 2 , temos que 


supp(Mi fl M 2 ) C supp(6(Ni)) n supp(9(N 2 )) = supp(6(N 1 n N 2 )) = supp(M 3 ). 

Então, M\ fl M 2 C M 3 , de onde segue M 3 = Mj fl M 2 . Finalmente vamos provar 
que esta correspondência preserva a união. Sejam N\ e N 2 subgrupos normais 
de G e sejam M x o correspendente de N\ e M 2 o correspendente de N 2 , isto é, 
9(Ni) = Mi e 9(N 2 ) = M 2 . Observe os seguintes fatos: 

fato 1: supp(Mi) C supp(9(N 1 )) C supp(M 1 U M 2 ). 
fato 2: supp(M 2 ) C supp(9(N 2 )) C supp(M 1 U M 2 ). 
fato 3: supp(9(Ni U N 2 )) C supp(9(Ni )) U supp(9(N 2 )). 

Pelos fato 1, fato 2 e fato 3, temos que 

supp(9(N 1 U N 2 )) C supp(9(N\ )) U supp(9(N 2 )) C supp(Mi U M 2 ). 

Por outro lado, temos 

supp(9(Ni )) C supp(9(Ni U N 2 ) e 
supp(9(N 2 )) C supp(9(Ni U N 2 ). 

Então, 

supp(Mi U M 2 ) C supp(Mi) U supp(M 2 ) = 

supp(9(Ni )) U supp(9(N 2 )) C supp(9(N\ U iV 2 )). 

Logo, supp(9(Ni U ÍV 2 )) = supp(M\ U M 2 ) e portanto d(A^i U N 2 ) = Mi U M 2 . 

□ 
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